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1 引言 

稀疏贝叶斯学习（Sparse Bayesian Learning, SBL）最初作为一种机器学习算法由 Tipping 于 2001 年

前后提出[Tipping2001]，随后被引入到稀疏信号恢复/压缩感知领域[Wipf2004,Ji2008]。Wipf 和 Rao 等人

对 SBL 进行了深入的理论研究。与广泛使用的基于 L1 惩罚项的算法（比如 Lasso，Basis Pursuit）相比

（以下简称 L1 算法），SBL 具有一系列显著的优势：（１）在无噪情况下，除非满足一些严格的条件

[Donoho2003]，L1 算法的全局最小点（global minimum）并不是真正的最稀疏的解［Wipf2004]。因此，

在一些应用中，当真实的解是最稀疏的解，采用 SBL 是更好的选择。（２）当感知矩阵（sensing matrix）
的列与列相关性很强时，L1 算法的性能会变得非常差。事实上不光是 L1 算法，绝大多数已知的压缩感

知算法（比如 Approximate Message Passing 算法，Matching Pursuit 算法）在这种情况下性能都会变得很

差。相比之下，SBL 算法仍旧具有良好的性能［Wipf_NIPS2011]。因此，在雷达追踪，波达方向估计，

脑源定位，特征提取，功率谱估计等一些列领域，SBL 都具备显著的优势。（３）业已证明，SBL 算法

等价于一种迭代加权 L1 最小化算法（iterative reweighted L1 minimization），而 L1 算法仅仅只是其第一

步[Wipf2010]。Candes 等人指出，迭代加权 L1 最小化算法更易获得真正的最稀疏解[Candes2008]。从这

个角度也就不难理解 SBL 的优越性。（４）在很多实际问题中，所期望的稀疏解常常有一些结构，而利

用这些结构可以获得更好的性能[ModelCS]。作为一种贝叶斯算法，SBL 算法对利用这些解的结构信息

提供了更多的灵活性。这种灵活性最主要来自于SBL采用参数化的高斯分布为解的先验分布。最近Zhang
和 Rao 提出了块稀疏贝叶斯学习框架 (Block Sparse Bayesian Learning, BSBL)[Zhang_IEEE2011, 
Zhang_TSP2012]。该框架提供了一种利用解的空间结构（spatial structure）和时序结构（temporal structure）
的解决方案。由其框架得到的算法在多任务学习（multi-task learning）[Wan2012]，生理信号的无线传输

和远程监控[Zhang_TBME2012a, Zhang_TBME2012b]，脑源定位和脑－机接口[Zhang_PIEEE2012]等许多

领域获得了极大的成功。 
下面将首先介绍基本的 SBL 框架，然后对 BSBL 框架及其算法进行详细介绍，并在最后给出一些

代表性的实验结果。 
 

2 稀疏贝叶斯学习 

压缩感知的基本模型可描述为: 

vAxy +=                                                          （1） 

其中 为N×M的感知矩阵， 为N×1维压缩信号， 为M维待求的解向量， 为未知的噪声向量。为求

解 ，SBL假设 中的每个元素都服从一个参数化的均值为０方差为

A y x v

x x iγ 的高斯分布[Wipf2004]： 

MiNxp iii ,,1),,0();( == γγ                        （2） 
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其中 表示 中的第i个元素，ix x iγ 是未知的参数，将会由算法自动估计出来。这样一种先验分布常被称

为automatic relevance 先验分布，最初出现于人工神经网络领域[ARD1996]。在算法运行中，绝大部分的

iγ 将会变成０（无噪情况下）或者趋于０（有噪情况下）。SBL通常会采用一个阈值将趋近于０的 iγ 置

为０（该阈值的大小通常和信噪比有关）。当 0=iγ 时，相应的 则为０。因此，ix iγ 与解的稀疏程度密

切相关，也从而决定了 iγ 的学习规则是SBL算法中最核心的部分。在SBL框架中，噪声 通常假设为高

斯白噪声向量，即

v

),,0();( Iv λλ Np = 其中λ为噪声方差。根据以上的假设，利用贝叶斯规则很容易获

得后验分布，其也为一高斯分布。当所有的未知参数(即{ } λγ ,1
M
ii = )都被估计出来后，x 的最大后验估计

(Maximum A Posterior)由这个高斯分布的均值给出。而这些未知参数可以由第二类最大似然估计(Type II 
Maximum Likelihood)获得[Tipping2001, MacKay1992]。 

 在以上的SBL框架中，我们把 iγ 作为一未知的确定性参数，而没有把它视为一随机变量从而进一步

假设它的先验分布。事实上，这等同于假设 iγ 的先验分布是一个non-informative prior。Wipf和Rao已从

理论上证明，这种SBL框架可以获得真正的解（即最稀疏的解）[Wipf2004]，而若对 iγ 赋予一个非

non-informative prior，有可能导致算法的不稳定或者解的不正确[Wipf_PhDThesis]。另外也需注意到，

Tipping提出的SBL算法[Tipping2001]是假定 的precision（即方差的倒数）具有一参数化的Gamma prior，

而这些参数最终被固定为某些特殊的值使得 具有一improper prior，即

ix

ix ii xxp 1)( ∝ 。这种prior类似于

Laplace prior，起着促进稀疏解的作用。通过比较Wipf和Rao的SBL算法和Tipping的算法，我们不难发现，

前者的SBL算法恰好是后者的SBL算法取该improper prior的形式。从这个角度也不难理解为什么前者的

SBL算法可以获得稀疏解。 

 除了Tipping,Wipf等人的SBL算法外，还有其它一些SBL算法赋予 的precision其它的分布，或者假

设 的先验分布为一Laplace prior[BCSlaplace]。这些算法多数情况下无法证明其全局解是真正稀疏解

（即最稀疏解），或者本身稳定性存在问题，不能保证良好的收敛性能。值得注意的是，赋予 不同的

先验分布并不能导致相应的SBL算法在实际应用中具有明显的优势。这是因为大多数实际问题都和理想

的感知压缩模型相去甚远，比如感知矩阵(sensing matrix)的列与列之间具有强相关性，噪声很强， 并

不是非常稀疏等等。在这些情况下，不少参数的估计将会有较大的误差，从而导致最终的解具有较大的

误差。最明显的是，绝大多数SBL算法对噪声方差

ix

ix

ix

x

λ的估计都不有效，尤其是当感知矩阵的列与列之间

具有强相关性且噪声很大的时候。而对该方差估计的准确性对 x 的估计的准确性影响非常大。Zhang和
Rao最近给出了噪声方差的另外一个学习规则［Zhang_IEEE2011］。试验表明该学习规则可以获得更加鲁

棒的效果。 
 事实上要想在实际中获得更好的结果，充分利用解的自身结构信息是更加有效的策略。接下来我们

将介绍利用解的空间结构信息和时序结构信息的SBL算法。特别的，我们将介绍如何利用解的各个元素
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之间的相关性来提升算法的性能。 
  

３利用解的结构信息的稀疏贝叶斯学习 

３.１ 解的空间信息和块稀疏贝叶斯学习 

解的空间信息是指在模型（１）中解向量 具有某些结构。最常见的结构是块结构（block structure），
或称为组群结构（group structure）［groupLasso, ModelCS, Eldar2010BSS］，即 

x

                        （3） 
T

ddd

T
g
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基于这个块划分的基本压缩感知模型（即公式(1)(3)）称为块稀疏模型（Block Sparse Model）。在这个模

型中，解向量 x 可以划分为 g 个块结构（每个块结构包含的元素有多有少），而x 的非零的元素则聚集

在少数几个块内。基于这个模型，目前已经有了不少算法，比如 Group Lasso [groupLasso], Block-OMP 
[Eldar2010BSS], Block-CoSaMP [ModelCS]等等。遗憾的是，很少有算法考虑每个块内的元素之间的相关

性（幅值的相关性）。为方便，以下我们称该相关性为块内相关性(Intra-Block Correlation)。 
块内相关性之所以还没有引起重视，是因为在大多数情况下目前已有的算法并没有显示出其性能受

到该相关性的影响。块内相关性对算法性能的影响直到最近才被Zhang和Rao通过提出块稀疏贝叶斯学习

（Block Sparse Bayesian Learning, BSBL）而发现[Zhang_TSP2012]，并被成功的运用到非稀疏生理

信号的无线传输［Zhang_TBME2012a, Zhang_TBME2012b］。 

在BSBL中，每一个块 被假设为满足一多元高斯分布： ix

),()( iii Np B0x γ=                                                            （3） 

其中 为一未知的正定矩阵，用于对该块内的元素之间的相关结构进行建模，而iB iγ 为一未知的参数，

用于决定该块是否为 。类似于基本的 SBL 框架，当0 0=iγ ，相应的块 0x =i 。这样的 prior 可以认为

是一种结构化的 Automatic Relevance Prior。由于 automatic relevance determination(ARD)机制，在算法学

习过程中大多数 iγ 最终为０或者趋近于０，从而促成了解的块稀疏性(Block Sparsity)。同样，假设噪声

服从 ),();( I0v λλ Np = 。这样我们可以利用贝叶斯规则得到 x 的后验分布。利用第二类最大似然估计

可以估计出各种参数，从而最终得到 x 的最大后验估计值。 
 Zhang 和 Rao 证明［Zhang_IEEE2011］，在无噪情况下 BSBL 的全局解即是真正的最稀疏解；而无

论 的值是多少都不影响这一结论。事实上， 的值仅仅只影响算法的局部解的性质，即算法收敛到

局部解的概率。这一结论带来了极大的好处，那就是我们可以灵活采用一些策略来规范化（regularize）

的估计从而克服 overfitting，而无须担忧是否会影响到算法的全局解的性质。在［Zhang_IEEE2011, 

Zhang_TSP2012, Zhang_ICASSP2012］中多种规范化策略被提出来。比如当每个块包含有同样数目的元

素时，我们可以平均所有的 得到一矩阵B ，把它作为每个 的最终估计值［Zhang_TSP2012］。我们

还可以进一步对B 做规范化，使

iB iB

iB

iB iB

IBB η+← ，其中η为一正的常数［Zhang_IEEE2011］。试验表明，
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存在若干中规范化策略，均可获得类似的性能。 
 从算法层次上来说，BSBL 揭示了在标准的压缩感知试验条件下一个有意思的现象［Zhang_TSP2012, 

RaoZhangJin2012］：当算法忽略块内相关性时（即所有的矩阵 都被强制为单位矩阵），无论块内相关

性是大是小，算法的性能并不发生显著的变化；当算法利用块内相关性时（即运行矩阵 的学习规则），

算法的性能随块内相关性的增大而提高。考虑到目前绝大多数算法都没有利用块间相关性，我们不难得

到一个启示：通过改进已有的算法（比如 Group Lasso）使其可以利用块间相关性，我们可以进一步提

升该算法的性能。 

iB

iB

 事实上，在［Zhang_TSP2012］中，Zhang 和 Rao 揭示了 BSBL 与 Group Lasso 等许多算法的联系。

Zhang 和 Rao 证明，BSBL 的代价函数（cost function）等价于下面一迭代加权算法： 

        ∑
=

−+ +−=
g

i
ii

T
i

k
i

k w
1

1)(2
2

)1( minarg xBxAxyx
x

λ             （４） 

其中 k 为迭代次数， 为一加权因子，其值取决于上一次迭代的结果。显然，当所有的 为单位矩阵，

且所有的加权 均相同且恒为一常数时，该算法即为 Group Lasso 的最常见形式。这一联系提供了如何

改进已有的基于

iw iB

iw

∑
=

g

i

q
pi

1
x 惩罚项的算法。感兴趣的读者可以参考［Zhang_ICML2011］了解如何改进类

似 Group Lasso 的算法（即 1,2 == qp ），或者参考［Zhang_ICASSP2011］了解如何改进迭代加权 L2

最小化算法（ ）。另外一方面，（４）也提供了如何提高 BSBL 算法的速度的一种方案。试

验表明，在大多数情况下只需要迭代３－５次便可收敛，而每一次迭代也即运行一次 Group Lasso。考

虑到目前 Group Lasso 的运算速度不断提升，采用这种迭代方式的 BSBL 算法的速度也将同步提升。 

2,2 == qp

 注意到在公式（３）中块的划分是已知的。在一些情况下这种划分是无法获知的。对于这种情况，

文献[Zhang_ICASSP2012, Zhang_TSP2012]提出了一种扩展 BSBL 框架。根据这种框架，未知块划分的

情况被转化为一种简单的 BSBL 模型，而在这种 BSBL 模型中每个块的长度成为一种规范化参数

(regularization parameter)。试验表明这种扩展 BSBL 框架在噪声情况下尤为有效。 
 值得一提的是，即使块结构未知，BSBL 框架在有些情况下也仍然适用。在［Zhang_TBME2012a, 
Zhang_TBME2012b］中，BSBL 被用于恢复非稀疏的但是具有相关结构的生理信号，成功的解决了压缩

传感应用在生理信号的低能耗无线传输的瓶颈问题。在试验部分我们将给出一个代表性的例子。 
 
３.２ 解的时序信息 

 在一些应用中（比如波达方向估计，源定位，雷达探测），在相继的时刻（假设为时刻 ， ，……，1t 2t

Lt ） 我 们 可 以 建 立 一 系 列 基 本 的 压 缩 传 感 模 型 ： )()()( 111 ttt vAxy += ， 

，……，)()()( 222 ttt vAxy += )()()( LLL ttt vAxy += 。在这些模型里，感知矩阵 均一样，每个

解向量 （ ）的非零元素的位置也一样（但幅值可能不一样）。我们可以把这 L 个模型

A

)( ntx Ln ,,1=
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合并到一起，写成矩阵的形式： 
VAXY +=  

其中 )](,),([ 1 Ltt yyY = ， )](,),([ 1 Ltt xxX = 。根据前面的假设， 仅有少数几行是非零行，而

绝大多数行都为零行。这样一种模型称为多观测向量模型（Multiple Measurement Vector Model, MMV）

［Cotter2005］。相比于仅使用一个观测向量的模型（即这 L 个基本压缩传感模型中的任意一个），MMV

模型能够更加准确的估计出非零行的位置（或者说每个解向量 的非零元素的位置），从而更准确的

获得最终的解［RaoZhangJin2012,Cotter2005, Eldar2010, Tang2011］。 

X

)( ntx

 目前已有不少针对该模型的 MMV 算法，包括基于这种 MMV 模型的 SBL 算法［Wipf2007］。遗憾

的是，绝大多数算法都忽略了 中每一个非零行内的元素之间的相关性。试验显示［Zhang_IEEE2011］，
如果算法中不考虑这些行内的相关性，算法的性能将会极大的降低。为利用这些行内的相关性，Zhang
和 Rao 注意到块稀疏模型与 MMV 模型的联系，把 BSBL 框架用于 MMV 模型，而行内的相关结构则由

BSBL 框架中的矩阵 来建模，从而得到了利用时序结构的 SBL 算法［Zhang_IEEE2011］。这种利用时

序结构的 SBL 算法相比于其它 MMV 算法具有明显的优势。 

X

iB

 需要指出的是，利用时序结构信息的 MMV 算法不但可以用于信号处理领域，还可以用于机器学习

领域，作为一种多任务学习（multi-task learning）算法用于特征提取。在 [Wan2012]中，利用时序结构

的 SBL 算法与常见的多任务学习算法的联系被揭示出来；前者可以视为一种具有自适应核（adaptive 
kernels）的多任务学习算法，可以自动捕捉数据的内在结构，因而较传统的多任务学习算法以及依靠人

工设定核的多任务学习算法更加优越。 
 
３.3 解的空-时结构信息和时变信息 

 BSBL 框架提供了一种思路来灵活的合并解的空间结构信息和时序结构信息。此外，利用 BSBL 框

架还可以有效利用解的时变结构信息。限于篇幅我们不在这里做介绍。对这两个部分感兴趣的读者可以

参考综述 [RaoZhangJin2012]。 
  

4 试验仿真 

4.1 非稀疏的生理信号的压缩传感及其在医学远程监控中的应用 

 经由无线体域网（Wireless Body-Area Network, WBAN）的生理信号的远程监控是目前医疗通讯领

域的一个主要发展方向。最近开始有学者提出把压缩传感技术用于这一领域[Mamaghanian2011, 
Dixon_BME2012, Eduardo2010]。压缩传感技术用于这一领域有很明显的优势：（1）当采用元素仅为0或
者1 的稀疏矩阵（binary sparse matrix）为传感矩阵时，压缩传感可以比传统的小波压缩技术更加减少无

线体域网的能量的损耗[Mamaghanian2011]。而减少能量损耗是无线体域网研究的一个核心问题

[Milenkovic2006, Calhoun2012]。（2）从压缩质量上来看，压缩传感和小波压缩有类似的压缩率和恢复质

量。 
 但是压缩传感技术在这一领域取得的成果仅仅局限在及少数几种特别稀疏的生理信号（比如非常干

净无噪的成人心电图信号），或者局限在少数几种特殊用途上。压缩传感技术还不能用于更多的生理信

号（比如胎儿心电图信号，脑电图信号），以及还不能用于更为广泛的用途。这主要是因为： 
 （１）绝大多数的生理信号是非稀疏的信号，即使被投影到变换域上（比如小波域）仍旧不足够稀

疏［Zhang_TBME2012a］。尽管这些生理信号可以认为是一种可压缩（compressive）的信号（即：虽然

信号的所有元素都非零，但是只有少数一些元素显著非零，而绝大部分元素接近为零），但是压缩传感

算法只能保证恢复信号中的显著的非零元素，而接近为零的元素无法准确恢复。但是对于医学远程监控
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来说，生理信号中一些接近为零的元素常常是重要的诊断指标。比如在胎儿心电图中，感兴趣的胎儿心

跳信号常常非常微弱，接近于零，甚至很难被肉眼察觉。  
 （２）生理信号被传输到远程终端之后，通常还需要经过一系列的信号处理和模式识别。比如当多

通道脑电信号被传输到远程终端之后，通常还需要进行独立分量分析［Makeig1996］，从脑电信号中提

取赶兴趣的独立分量，然后再进行模式识别和医疗诊断。这些应用要求压缩传感算法能够完整的把生理

信号压缩并恢复出来，而不损失任何细微的波形特征，否则无法进行后继的信号处理和医疗诊断

［Zhang_TBME2012b］。 
 以上两个因素要求压缩传感算法能够以极高质量恢复非稀疏信号或者可压缩信号。而就我们所知，

除了BSBL算法外，目前还没有任何一个压缩传感算法做到这一点。接下来我们将给出BSBL算法解决这

一瓶颈问题的几个代表性例子。这些例子取自［Zhang_TBME2012a, Zhang_TBME2012b］。 
 首先给出用BSBL算法实现胎儿心电信号的压缩传感。作为示例，我们选用BSBL框架中的BSBL-BO
算法［Zhang_TSP2012］。 
 图1(a)给出一段采集到的原始胎儿心电图信号（数据来自：http://www.esat.kuleuven.ac.be/ 
sista/daisy）。其中两个最明显的峰为母亲心电信号的QRS成分。另外有两个小峰分别出现在第80个采样

点和第200个采样点附近，他们分别对应胎儿心电信号的QRS成分，也是我们真正感兴趣的成分。令这

段原始信号为 x 。我们任意生成一个125x250维的binary稀疏传感矩阵，记为 。 中每一列仅有15个

元素为１，其余元素都为0。由 和 便得到了压缩的信号

A A

x A Axy = 。y 经由无线体域网传到智能手机并

经过互联网最终传输到远程医疗终端。在该终端，BSBL-BO算法由压缩的信号 y 和共享的传感矩阵 恢

复原始的胎儿心电信号 x 。图1(b)是恢复的结果。显然，胎儿心电信号的QRS成分被很好的恢复出来。

图1(c)给出当BSBL-BO不利用块内相关性的结果。此时，胎儿心电信号的QRS成分不能完整的恢复出来，

这说明了利用块内相关性的重要性。 

A

 在这个例子中，BSBL-BO算法假设 可以划分为10个块，每个块都包含25个元素。显然这种块划分

并不符合 x 的真实块结构（见图1(a)）。但是事实上BSBL算法并不需要这种块划分和信号的真实的块划

分一致；这种假设的块划分可以视为一种规范化(regularization)。尽管假设的不同块划分会产生性能的一

些微小变化，但是算法的性能对块划分并不敏感［Zhang_TBME2012a, Zhang_TSP2012, 
Zhang_ICASSP2012］。这一现象其实也可以借助贝叶斯估计理论从理论上来解释。 

x

 作为比较，我们挑选了六种代表性的压缩传感算法来恢复该原始信号。它们分别是CoSaMP 
[Needell2009]，Elastic Net [Zou2005]，SL0 [Mohimani2009]，Block-OMP [Eldar2010BSS]，StructOMP 
[Huang2009]，和BM-MAP-OMP [Faktor2012]。其中前三种不利用任何结构信息，后三种利用了块结构

信息。具体的参数设置见［Zhang_TBME2012a］。图2给出了这些算法恢复的结果。显然，所有的算法都

不能成功恢复出胎儿心跳信号的QRS峰。 
 这个例子清晰的说明了BSBL算法相比于其它算法的显著优势，同时也说明了利用块内相关性的好

处。其实BSBL算法的优势远不止这些。我们前面已说过，生理信号在传输到远程终端后，通常还要经

过一系列的信号处理和模式识别。一旦恢复的信号中所引入的畸变稍大，则会导致后继的信号处理产生

极大的误差。为了研究BSBL算法是否真正有助于远程监控和医疗诊断，在［Zhang_TBME2012a, 
Zhang_TBME2012b］中分别对胎儿心电信号和脑电信号进行了一系列试验。试验中，BSBL-BO首先恢

复出多通道的生理信号（胎儿心电图，脑电信号等），然后在对恢复的多通道信号进行高级信号处理（比

如独立分量分析），得到最终信号。然后，对原始采集到的多通道生理信号进行同样的高级信号处理，

得到另外一组最终信号。最后比较两次获得的最终信号。结果显示这两次获得的最终信号几乎一模一样。

这个结果说明了BSBL-BO算法在恢复非稀疏的生理信号中，可以保证极高的恢复质量，对远程监控和医

疗诊断具有实际的价值。我们预期在不远的将来BSBL-BO或者其它类似的BSBL算法将在这一领域获得

广泛的应用。 
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图1.原始的胎儿心电图和用BSBL-BO算法恢复的胎儿心电图。其中(b)是BSBL-BO利用块内相关性的结果。(c)是不利用

块内相关性的结果。 

 
 

  
图2.六种代表性的算法恢复的结果：(a) CoSaMP，(b) Elastic Net，(c) SL0，(d) Block-OMP，(e) StructOMP，(f) 

BM-MAP-OMP。 
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